
Рекуррентные последовательности второго порядка

αb(0) = 0 αb(1) = 1 αb(n+2) = bαb(n+1)−αb(n) b ≥ 2

0 < 1 < αb(2) < · · · < αb(n) < αb(n + 1) < . . .
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Диофантовость последовательности αb(k)
Основная лемма. Существует многочлен Q(x , b, k , x1, . . . , xm)
такой что

b ≥ 4 & x = αb(k)⇐⇒ ∃x1 . . . xm{Q(x , b, k , x1, . . . , xm) = 0}

(b − 1)n ≤ αb(n + 1) ≤ bn ≤ αb+1(n + 1) ≤ (b + 1)n
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Лемма. Если x2 − bxy + y2 = 1 и y ≤ x, то найдется число n
такое, что x = αb(n + 1), y = αb(n).
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Свойства делимости
Лемма.

α2
b(k) | αb(m)⇔ kαb(k) | m



Свойства делимости
Лемма.

α2
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Сравнение последовательностей
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Основная лемма. Для любого числа b, такого что b ≥ 4, и
любых чисел x и k, равенство x = αb(k) имеет место тогда и
только тогда, когда существуют числа B, r , s, t, u, v ,X ,Y такие,
что

u2 − but + t2 = 1,

s2 − bsr + r2 = 1,
r < s,

u2 | s,
v = bs − 2r ,
v | B − b,
u | B − 2,
B ≥ 4,

X 2 − BXY + Y 2 = 1,
2x < u,

x = arem(X , v),

k = arem(X , u).



Часть “тогда”
Если b ≥ 4 и числа x , k ,B, r , s, t, u, v ,X ,Y удовлетворяют
условиям
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u | B − 2,
2a < u,
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k = arem(X , u).

то x = αb(k).
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⇒ u | m
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Ψ±j
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[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1
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= Ψ2`m±j
b

=
[
[Ψm

b ]2
]`

Ψ±j
b

=
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1



Часть “тогда”

B ≥ 4&X 2 − BXY + Y 2 = 1 ⇒ X = αB(n)

⇒ X ≡ αb(n) (mod B − b)

v | B − v ⇒ X ≡ αb(n) (mod v)

Пусть j = arem(n, 2m), то есть

n = 2`m ± j , j ≤ m

Ab(n) = Ψn
b

= Ψ2`m±j
b

=
[
[Ψm

b ]2
]`

Ψ±j
b

=
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1



Часть “тогда”

B ≥ 4&X 2 − BXY + Y 2 = 1 ⇒ X = αB(n)

⇒ X ≡ αb(n) (mod B − b)

v | B − v ⇒ X ≡ αb(n) (mod v)

Пусть j = arem(n, 2m), то есть

n = 2`m ± j , j ≤ m

Ab(n) = Ψn
b

= Ψ2`m±j
b

=
[
[Ψm

b ]2
]`

Ψ±j
b

=
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1



Часть “тогда”

B ≥ 4&X 2 − BXY + Y 2 = 1 ⇒ X = αB(n)

⇒ X ≡ αb(n) (mod B − b)

v | B − v ⇒ X ≡ αb(n) (mod v)

Пусть j = arem(n, 2m), то есть

n = 2`m ± j , j ≤ m

Ab(n) = Ψn
b

= Ψ2`m±j
b

=
[
[Ψm

b ]2
]`

Ψ±j
b

=
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1



Часть “тогда”

B ≥ 4&X 2 − BXY + Y 2 = 1 ⇒ X = αB(n)

⇒ X ≡ αb(n) (mod B − b)

v | B − v ⇒ X ≡ αb(n) (mod v)

Пусть j = arem(n, 2m), то есть

n = 2`m ± j , j ≤ m

Ab(n) = Ψn
b

= Ψ2`m±j
b

=
[
[Ψm

b ]2
]`

Ψ±j
b

=
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1



Часть “тогда”

Ab(n) =
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1

v = αb(m + 1)− αb(m − 1)

Ab(m) =

(
αb(m + 1) −αb(m)
αb(m) −αb(m − 1)

)
≡ −

(
−αb(m − 1) αb(m)
−αb(m) αb(m + 1)

)
(mod v)

= −[Ab(m)]−1

[Ab(m)]2 ≡ −E (mod v)

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) =
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1

v =

αb(m + 1)− αb(m − 1)

Ab(m) =

(
αb(m + 1) −αb(m)
αb(m) −αb(m − 1)

)
≡ −

(
−αb(m − 1) αb(m)
−αb(m) αb(m + 1)

)
(mod v)

= −[Ab(m)]−1

[Ab(m)]2 ≡ −E (mod v)

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) =
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1

v = αb(m + 1)− αb(m − 1)

Ab(m) =

(
αb(m + 1) −αb(m)
αb(m) −αb(m − 1)

)

≡ −
(
−αb(m − 1) αb(m)
−αb(m) αb(m + 1)

)
(mod v)

= −[Ab(m)]−1

[Ab(m)]2 ≡ −E (mod v)

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) =
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1

v = αb(m + 1)− αb(m − 1)

Ab(m) =

(
αb(m + 1) −αb(m)
αb(m) −αb(m − 1)

)
≡ −

(
−αb(m − 1) αb(m)
−αb(m) αb(m + 1)

)
(mod v)

= −[Ab(m)]−1

[Ab(m)]2 ≡ −E (mod v)

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) =
[
[Ab(m)]2

]`
[Ab(j)]±1

v = αb(m + 1)− αb(m − 1)

Ab(m) =

(
αb(m + 1) −αb(m)
αb(m) −αb(m − 1)

)
≡ −

(
−αb(m − 1) αb(m)
−αb(m) αb(m + 1)

)
(mod v)

= −[Ab(m)]−1

[Ab(m)]2 ≡ −E (mod v)

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)

(
αb(n + 1) −αb(n)
αb(n) −αb(n − 1)

)
≡ ±

(
αb(j + 1) −αb(j)
αb(j) −αb(j − 1)

)±1

(mod v)

αb(n) ≡ ±αb(j) (mod v)

X = αB(n) ≡ αb(n) (mod B − b)

= ≡ αb(n) (mod v)

≡ ±αb(j) (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)

(
αb(n + 1) −αb(n)
αb(n) −αb(n − 1)

)
≡ ±

(
αb(j + 1) −αb(j)
αb(j) −αb(j − 1)

)±1

(mod v)

αb(n) ≡ ±αb(j) (mod v)

X = αB(n) ≡ αb(n) (mod B − b)

= ≡ αb(n) (mod v)

≡ ±αb(j) (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)

(
αb(n + 1) −αb(n)
αb(n) −αb(n − 1)

)
≡ ±

(
αb(j + 1) −αb(j)
αb(j) −αb(j − 1)

)±1

(mod v)

αb(n) ≡ ±αb(j) (mod v)

X = αB(n) ≡ αb(n) (mod B − b)

= ≡ αb(n) (mod v)

≡ ±αb(j) (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)

(
αb(n + 1) −αb(n)
αb(n) −αb(n − 1)

)
≡ ±

(
αb(j + 1) −αb(j)
αb(j) −αb(j − 1)

)±1

(mod v)

αb(n) ≡ ±αb(j) (mod v)

X = αB(n)

≡ αb(n) (mod B − b)

= ≡ αb(n) (mod v)

≡ ±αb(j) (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)

(
αb(n + 1) −αb(n)
αb(n) −αb(n − 1)

)
≡ ±

(
αb(j + 1) −αb(j)
αb(j) −αb(j − 1)

)±1

(mod v)

αb(n) ≡ ±αb(j) (mod v)

X = αB(n) ≡ αb(n) (mod B − b)

= ≡ αb(n) (mod v)

≡ ±αb(j) (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)

(
αb(n + 1) −αb(n)
αb(n) −αb(n − 1)

)
≡ ±

(
αb(j + 1) −αb(j)
αb(j) −αb(j − 1)

)±1

(mod v)

αb(n) ≡ ±αb(j) (mod v)

X = αB(n) ≡ αb(n) (mod B − b)

= ≡ αb(n) (mod v)

≡ ±αb(j) (mod v)



Часть “тогда”

Ab(n) ≡ ±[Ab(j)]±1 (mod v)

(
αb(n + 1) −αb(n)
αb(n) −αb(n − 1)

)
≡ ±

(
αb(j + 1) −αb(j)
αb(j) −αb(j − 1)

)±1

(mod v)

αb(n) ≡ ±αb(j) (mod v)

X = αB(n) ≡ αb(n) (mod B − b)

= ≡ αb(n) (mod v)

≡ ±αb(j) (mod v)



Часть “тогда”

X ≡ ±αb(j) (mod v)

2αb(j)

≤ 2αb(m) ≤ (b − 2)αb(m) < bαb(m)− 2αb(m − 1) = v

arem(X , v) = αb(j) = x



Часть “тогда”

X ≡ ±αb(j) (mod v)

2αb(j) ≤ 2αb(m)

≤ (b − 2)αb(m) < bαb(m)− 2αb(m − 1) = v

arem(X , v) = αb(j) = x



Часть “тогда”

X ≡ ±αb(j) (mod v)

2αb(j) ≤ 2αb(m) ≤ (b − 2)αb(m)

< bαb(m)− 2αb(m − 1) = v

arem(X , v) = αb(j) = x



Часть “тогда”

X ≡ ±αb(j) (mod v)

2αb(j) ≤ 2αb(m) ≤ (b − 2)αb(m) < bαb(m)− 2αb(m − 1)

= v

arem(X , v) = αb(j) = x



Часть “тогда”

X ≡ ±αb(j) (mod v)

2αb(j) ≤ 2αb(m) ≤ (b − 2)αb(m) < bαb(m)− 2αb(m − 1) = v

arem(X , v) = αb(j) = x



Часть “тогда”

X ≡ ±αb(j) (mod v)

2αb(j) ≤ 2αb(m) ≤ (b − 2)αb(m) < bαb(m)− 2αb(m − 1) = v

arem(X , v) = αb(j)

= x



Часть “тогда”

X ≡ ±αb(j) (mod v)

2αb(j) ≤ 2αb(m) ≤ (b − 2)αb(m) < bαb(m)− 2αb(m − 1) = v

arem(X , v) = αb(j) = x



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j

≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j)

= 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x

< u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u)

j = arem(X , u) = k x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u)

= k x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k

x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k

x = αb(k)



Часть “тогда”

x = αb(j)

2j ≤ 2αb(j) = 2x < u

±j ≡ n (mod m)

≡ n (mod u)

X = αB(n)

≡ α2(n) (mod B − 2)

≡ n (mod B − 2)

≡ n (mod u)

±j ≡ X (mod u) j = arem(X , u) = k x = αb(k)



Часть “только тогда”
Если b ≥ 4 и if x = αb(k), то найдутся числа
x , k ,B, r , s, t, u, v ,X ,Y такие, что

u2 − but + t2 = 1,

s2 − bsr + r2 = 1, r < s,
v = bs − 2r ,

u2 | s,
B ≥ 4, X 2 − BXY + Y 2 = 1,

v | B − b,
u | B − 2,
2x < u,

x = arem(X , v),

k = arem(X , u).



Часть “только тогда”

u = αb(`), t = αb(`+ 1) ⇒ u2 − but + t2 = 1

` велико ⇒ 2x < u
u ≡ 1 (mod 2)

s = αb(m + 1), r = αb(m) ⇒ s2 − bsr + r2 = 1
⇒ r < s

m = `u ⇒ u2 | s

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> 2αb(m) ≥ 0



Часть “только тогда”

u = αb(`), t = αb(`+ 1) ⇒ u2 − but + t2 = 1
` велико ⇒ 2x < u

u ≡ 1 (mod 2)

s = αb(m + 1), r = αb(m) ⇒ s2 − bsr + r2 = 1
⇒ r < s

m = `u ⇒ u2 | s

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> 2αb(m) ≥ 0



Часть “только тогда”

u = αb(`), t = αb(`+ 1) ⇒ u2 − but + t2 = 1
` велико ⇒ 2x < u

u ≡ 1 (mod 2)

s = αb(m + 1), r = αb(m) ⇒ s2 − bsr + r2 = 1
⇒ r < s

m = `u ⇒ u2 | s

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> 2αb(m) ≥ 0



Часть “только тогда”

u = αb(`), t = αb(`+ 1) ⇒ u2 − but + t2 = 1
` велико ⇒ 2x < u

u ≡ 1 (mod 2)

s = αb(m + 1), r = αb(m) ⇒ s2 − bsr + r2 = 1
⇒ r < s

m = `u ⇒ u2 | s

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> 2αb(m) ≥ 0



Часть “только тогда”

u = αb(`), t = αb(`+ 1) ⇒ u2 − but + t2 = 1
` велико ⇒ 2x < u

u ≡ 1 (mod 2)

s = αb(m + 1), r = αb(m) ⇒ s2 − bsr + r2 = 1
⇒ r < s

m = `u ⇒ u2 | s

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> 2αb(m) ≥ 0



Часть “только тогда”

u = αb(`), t = αb(`+ 1) ⇒ u2 − but + t2 = 1
` велико ⇒ 2x < u

u ≡ 1 (mod 2)

s = αb(m + 1), r = αb(m) ⇒ s2 − bsr + r2 = 1
⇒ r < s

m = `u ⇒ u2 | s

v = bs − 2r

≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> 2αb(m) ≥ 0



Часть “только тогда”

u = αb(`), t = αb(`+ 1) ⇒ u2 − but + t2 = 1
` велико ⇒ 2x < u

u ≡ 1 (mod 2)

s = αb(m + 1), r = αb(m) ⇒ s2 − bsr + r2 = 1
⇒ r < s

m = `u ⇒ u2 | s

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> 2αb(m) ≥ 0



Часть “только тогда”

u = αb(`), t = αb(`+ 1) ⇒ u2 − but + t2 = 1
` велико ⇒ 2x < u

u ≡ 1 (mod 2)

s = αb(m + 1), r = αb(m) ⇒ s2 − bsr + r2 = 1
⇒ r < s

m = `u ⇒ u2 | s

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> 2αb(m) ≥ 0



Часть “только тогда”

B ≥ 4, v | B − b, u | B − 2

B ≡ b (mod v), B ≡ 2 (mod u)

d | u
d | v

u2 | s ⇒ d | s
v = bs − 2r ⇒ d | 2r

u ≡ 1 (mod 2) ⇒ d | r
s2 − bsr + r2 = 1 ⇒ d | 1

⇒ d = 1



Часть “только тогда”

B ≥ 4, v | B − b, u | B − 2

B ≡ b (mod v), B ≡ 2 (mod u)

d | u
d | v

u2 | s ⇒ d | s
v = bs − 2r ⇒ d | 2r

u ≡ 1 (mod 2) ⇒ d | r
s2 − bsr + r2 = 1 ⇒ d | 1

⇒ d = 1



Часть “только тогда”

B ≥ 4, v | B − b, u | B − 2

B ≡ b (mod v), B ≡ 2 (mod u)

d | u
d | v

u2 | s ⇒ d | s

v = bs − 2r ⇒ d | 2r
u ≡ 1 (mod 2) ⇒ d | r

s2 − bsr + r2 = 1 ⇒ d | 1
⇒ d = 1



Часть “только тогда”

B ≥ 4, v | B − b, u | B − 2

B ≡ b (mod v), B ≡ 2 (mod u)

d | u
d | v

u2 | s ⇒ d | s
v = bs − 2r ⇒ d | 2r

u ≡ 1 (mod 2) ⇒ d | r
s2 − bsr + r2 = 1 ⇒ d | 1

⇒ d = 1



Часть “только тогда”

B ≥ 4, v | B − b, u | B − 2

B ≡ b (mod v), B ≡ 2 (mod u)

d | u
d | v

u2 | s ⇒ d | s
v = bs − 2r ⇒ d | 2r

u ≡ 1 (mod 2) ⇒ d | r

s2 − bsr + r2 = 1 ⇒ d | 1
⇒ d = 1



Часть “только тогда”

B ≥ 4, v | B − b, u | B − 2

B ≡ b (mod v), B ≡ 2 (mod u)

d | u
d | v

u2 | s ⇒ d | s
v = bs − 2r ⇒ d | 2r

u ≡ 1 (mod 2) ⇒ d | r
s2 − bsr + r2 = 1 ⇒ d | 1

⇒ d = 1



Часть “только тогда”

B ≥ 4, v | B − b, u | B − 2

B ≡ b (mod v), B ≡ 2 (mod u)

d | u
d | v

u2 | s ⇒ d | s
v = bs − 2r ⇒ d | 2r

u ≡ 1 (mod 2) ⇒ d | r
s2 − bsr + r2 = 1 ⇒ d | 1

⇒ d = 1



Часть “только тогда”

X = αB(k),Y = αB(k + 1) ⇒ X 2 − BXY + Y 2 = 1



Часть “только тогда”

X = αB(k),Y = αB(k + 1)

x = arem(X , v)

αB(k) ≡ αb(k) (mod B − b)

X ≡ x (mod B − b)

v | B − b ⇒ X ≡ x (mod v)

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> αb(m) = αb(`u)

≥ αb(`) = u > 2x



Часть “только тогда”

X = αB(k),Y = αB(k + 1)

x = arem(X , v)

αB(k) ≡ αb(k) (mod B − b)

X ≡ x (mod B − b)

v | B − b ⇒ X ≡ x (mod v)

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> αb(m) = αb(`u)

≥ αb(`) = u > 2x



Часть “только тогда”

X = αB(k),Y = αB(k + 1)

x = arem(X , v)

αB(k) ≡ αb(k) (mod B − b)

X ≡ x (mod B − b)

v | B − b ⇒ X ≡ x (mod v)

v = bs − 2r ≥ 4αb(m)− 2αb(m − 1)

> αb(m) = αb(`u)

≥ αb(`) = u > 2x



Часть “только тогда”

X = αB(k),Y = αB(k + 1)

k = arem(X , u)

αB(k) ≡ α2(k) (mod B − 2)

X ≡ k (mod B − 2)

u | B − 2⇒ X ≡ k (mod u)

2k ≤ 2x < u



Часть “только тогда”

X = αB(k),Y = αB(k + 1)

k = arem(X , u)

αB(k) ≡ α2(k) (mod B − 2)

X ≡ k (mod B − 2)

u | B − 2⇒ X ≡ k (mod u)

2k ≤ 2x < u



Диофантова альтернатива

D(x1, . . . , xm) = 0

I либо
∃x1 . . . xm{D(x1, . . . , xm) = 0}

I либо
∀x1 . . . xm{D(x1, . . . , xm) 6= 0}



Вещественные неизвестные

D(χ1, . . . , χm) = 0

sin(πχ1) = 0
...

sin(πχm) = 0

π = 3.14159...

D2(χ1, . . . , χm)+ sin2(πχ1) + · · ·+ sin2(πχm) = 0



Вещественные неизвестные

D(χ1, . . . , χm) = 0
sin(πχ1) = 0

...
sin(πχm) = 0

π = 3.14159...

D2(χ1, . . . , χm)+ sin2(πχ1) + · · ·+ sin2(πχm) = 0



Вещественные неизвестные

D(χ1, . . . , χm) = 0
sin(πχ1) = 0

...
sin(πχm) = 0

π = 3.14159...

D2(χ1, . . . , χm)+ sin2(πχ1) + · · ·+ sin2(πχm) = 0



Вещественные неизвестные

D(χ1, . . . , χm) = 0
sin(πχ1) = 0

...
sin(πχm) = 0

π = 3.14159...

D2(χ1, . . . , χm)+ sin2(πχ1) + · · ·+ sin2(πχm) = 0



Следствие DPRM-теоремы

Пусть F0 обозначает класс функций многих вещественных
переменных, которые могут быть заданы выражениями,
построены из переменных, конкретных натуральных чисел и
числа π при помощи композиции операций сложения,
вычитания и умножения и функции sin в произвольном
порядке. Не существует алгоритма, который по произвольной
фунции Φ(χ1, . . . , χm) из класса F0 распознавал, имеет ли
уравнение

Φ(χ1, . . . , χm) = 0

решение в вещественных числах.



Только натуральные коэффициенты

sin(ψ) = 0

2 ≤ ψ ≤ 4

D2(χ1, . . . , χm)+

sin2(ψχ1) + · · ·+ sin2(ψχm) +

sin2(ψ) + (1− (ψ − 3)2 − ζ2)2 = 0



Только натуральные коэффициенты

sin(ψ) = 0 2 ≤ ψ ≤ 4

D2(χ1, . . . , χm)+

sin2(ψχ1) + · · ·+ sin2(ψχm) +

sin2(ψ) + (1− (ψ − 3)2 − ζ2)2 = 0



Только натуральные коэффициенты

sin(ψ) = 0 2 ≤ ψ ≤ 4

D2(χ1, . . . , χm)+

sin2(ψχ1) + · · ·+ sin2(ψχm) +

sin2(ψ) + (1− (ψ − 3)2 − ζ2)2 = 0



Следствие DPRM-теоремы

Пусть F1 обозначает класс функций многих вещественных
переменных, которые могут быть заданы выражениями,
построены из переменных, конкретных натуральных чисел при
помощи композиции операций сложения, вычитания и
умножения и функции sin в произвольном порядке. Не
существует алгоритма, который по произвольной
фунции Φ(χ1, . . . , χm) из класса F1 распознавал, имеет ли
уравнение

Φ(χ1, . . . , χm) = 0

решение в вещественных числах.



Альтернативы

D(x1, . . . , xm)

I либо
∃x1 . . . xm{D(x1, . . . , xm) = 0}

I либо
∀x1 . . . xm{D(x1, . . . , xm) 6= 0}

Φ(χ1, . . . , χm)

I либо
∃χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) = 0}

I либо
∀χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) 6= 0}



Альтернативы

D(x1, . . . , xm)

I либо
∃x1 . . . xm{D(x1, . . . , xm) = 0}

I либо
∀x1 . . . xm{D(x1, . . . , xm) 6= 0}

Φ(χ1, . . . , χm)

I либо
∃χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) = 0}

I либо
∀χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) 6= 0}



Альтернативы
I либо

∃x1 . . . xm{2D2(x1, . . . , xm) = 0}

I либо
∀x1 . . . xm{2D2(x1, . . . , xm) > 1}

I либо

∃χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) = 0}

I либо

∀χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) > 1}

Φ(χ1, . . . , χm) = (B2(χ1, . . . , χm) + 1)(D2(χ1, . . . , χm)+

sin2(πχ1) + · · ·+ sin2(πχm))



Альтернативы
I либо

∃x1 . . . xm{2D2(x1, . . . , xm) = 0}

I либо
∀x1 . . . xm{2D2(x1, . . . , xm) > 1}

I либо

∃χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) = 0}

I либо

∀χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) > 1}

Φ(χ1, . . . , χm) = (B2(χ1, . . . , χm) + 1)(D2(χ1, . . . , χm)+

sin2(πχ1) + · · ·+ sin2(πχm))



Альтернативы
I либо

∃x1 . . . xm{2D2(x1, . . . , xm) = 0}

I либо
∀x1 . . . xm{2D2(x1, . . . , xm) > 1}

I либо

∃χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) = 0}

I либо

∀χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) > 1}

Φ(χ1, . . . , χm) = (B2(χ1, . . . , χm) + 1)(D2(χ1, . . . , χm)+

sin2(πχ1) + · · ·+ sin2(πχm))



Следствие DPRM-теоремы

Пусть F0 по-прежнему обозначает класс функций многих
вещественных переменных, которые могут быть заданы
выражениями, построены из переменных, конкретных
натуральных чисел и числа π при помощи композиции
операций сложения, вычитания и умножения и функции sin в
произвольном порядке. Не существует алгоритма, который по
произвольной фунции Φ(χ1, . . . , χm) из класса F0 распознавал,
имеет ли неравенство

Φ(χ1, . . . , χm) < 1

решение в вещественных числах.



Случай одной переменной

χ 7→ 〈χ sin(χ), χ sin(χ3), . . . , χ sin(χ2m−1)〉

Ψ(χ) = Φ(χ sin(χ), χ sin(χ3), . . . , χ sin(χ2m−1),

I либо

∃χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) = 0}
I либо

∀χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) > 1}

I либо

∀ε > 0∃χ{Ψ(χ) < ε}
I либо

∀χ{Ψ(χ) ≥ 1}



Случай одной переменной

χ 7→ 〈χ sin(χ), χ sin(χ3), . . . , χ sin(χ2m−1)〉

Ψ(χ) = Φ(χ sin(χ), χ sin(χ3), . . . , χ sin(χ2m−1),

I либо

∃χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) = 0}
I либо

∀χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) > 1}

I либо

∀ε > 0∃χ{Ψ(χ) < ε}
I либо

∀χ{Ψ(χ) ≥ 1}



Случай одной переменной

χ 7→ 〈χ sin(χ), χ sin(χ3), . . . , χ sin(χ2m−1)〉

Ψ(χ) = Φ(χ sin(χ), χ sin(χ3), . . . , χ sin(χ2m−1),

I либо

∃χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) = 0}
I либо

∀χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) > 1}

I либо

∀ε > 0∃χ{Ψ(χ) < ε}
I либо

∀χ{Ψ(χ) ≥ 1}



Случай одной переменной

χ 7→ 〈χ sin(χ), χ sin(χ3), . . . , χ sin(χ2m−1)〉

Ψ(χ) = Φ(χ sin(χ), χ sin(χ3), . . . , χ sin(χ2m−1),

I либо

∃χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) = 0}
I либо

∀χ1 . . . χm{Φ(χ1, . . . , χm) > 1}

I либо

∀ε > 0 ∃χ{Ψ(χ) < ε}
I либо

∀χ{Ψ(χ) ≥ 1}



Следствие DPRM-теоремы

Пусть F1
0 обозначает класс функций одной вещественной

переменной, которые могут быть заданы выражениями,
построены из переменной, конкретных натуральных чисел и
числа π при помощи композиции операций сложения,
вычитания и умножения и функции sin в произвольном
порядке. Не существует алгоритма, который по произвольной
фунции Φ(χ1, . . . , χm) из класса F1

0 распознавал, имеет ли
неравенство

Φ(χ) < 1

решение в вещественных числах.



Следствие DPRM-теоремы

Пусть F1
0 обозначает класс функций одной вещественной

переменной, которые могут быть заданы выражениями,
построены из переменной, конкретных натуральных чисел и
числа π при помощи композиции операций сложения,
вычитания и умножения и функции sin в произвольном
порядке. Не существует алгоритма, который по произвольной
фунции Φ(χ1, . . . , χm) из класса F1

0 распознавал, имеет ли
уравнение

2Φ(χ) = 1

решение в вещественных числах.



Тождества
I либо

∀ε > 0 ∃χ{Ψ(χ) < ε}

I либо

∀χ{Ψ(χ) ≥ 1}

I либо
∃χ{1−Ψ(χ) + |1−Ψ(χ)| 6= 0}

I либо
∀χ{1−Ψ(χ) + |1−Ψ(χ)| = 0}



Тождества
I либо

∀ε > 0 ∃χ{Ψ(χ) < ε}

I либо

∀χ{Ψ(χ) ≥ 1}

I либо
∃χ{1−Ψ(χ) + |1−Ψ(χ)| 6= 0}

I либо
∀χ{1−Ψ(χ) + |1−Ψ(χ)| = 0}



Следствие DPRM-теоремы

Пусть F1
2 обозначает класс функций одной вещественной

переменной, которые могут быть заданы выражениями,
построены из переменной, конкретных натуральных чисел и
числа π при помощи композиции операций сложения,
вычитания и умножения и функций sin и | | (абсолютная
величина) в произвольном порядке. Не существует алгоритма,
который по произвольной фунции Φ(χ1, . . . , χm) из класса F1

2
распознавал, справедливо ли равенство

2Φ(χ) = 1

при всех вещественных значениях χ.



Снова полиномиальные уравнения
τ ∈ [0, 1]

Υ′(τ) = 0

Π′(τ) = 0, Ξ′′(τ) + Π2(τ)Ξ(τ) = 0

3 ≤ Π(0) ≤ 4
Ξ(0) = 0 Ξ(1) = 0 Ξ′(0) = 1

Π(τ) = π



Снова полиномиальные уравнения
τ ∈ [0, 1]

Υ′(τ) = 0

Π′(τ) = 0, Ξ′′(τ) + Π2(τ)Ξ(τ) = 0

3 ≤ Π(0) ≤ 4
Ξ(0) = 0 Ξ(1) = 0 Ξ′(0) = 1

Π(τ) = π



Снова полиномиальные уравнения
τ ∈ [0, 1]

Υ′(τ) = 0

Π′(τ) = 0, Ξ′′(τ) + Π2(τ)Ξ(τ) = 0

3 ≤ Π(0) ≤ 4

Ξ(0) = 0 Ξ(1) = 0 Ξ′(0) = 1

Π(τ) = π



Снова полиномиальные уравнения
τ ∈ [0, 1]

Υ′(τ) = 0

Π′(τ) = 0, Ξ′′(τ) + Π2(τ)Ξ(τ) = 0

3 ≤ Π(0) ≤ 4
Ξ(0) = 0 Ξ(1) = 0 Ξ′(0) = 1

Π(τ) = π



Снова полиномиальные уравнения
τ ∈ [0, 1]

Υ′(τ) = 0

Π′(τ) = 0, Ξ′′(τ) + Π2(τ)Ξ(τ) = 0

3 ≤ Π(0) ≤ 4
Ξ(0) = 0 Ξ(1) = 0 Ξ′(0) = 1

Π(τ) = π



Снова полиномиальные уравнения

Υ′(τ) = 0,

Ψ′′(τ) + Π2(τ)Υ2(τ)Ψ(τ) = 0

Ψ(0) = Ψ(1) = 0, Ψ′(0) = Π(0)Υ(0),

Υ(τ) является константой – каким-то целым числом y



Снова полиномиальные уравнения

Υ′(τ) = 0, Ψ′′(τ) + Π2(τ)Υ2(τ)Ψ(τ) = 0

Ψ(0) = Ψ(1) = 0, Ψ′(0) = Π(0)Υ(0),

Υ(τ) является константой – каким-то целым числом y



Снова полиномиальные уравнения

Υ′(τ) = 0, Ψ′′(τ) + Π2(τ)Υ2(τ)Ψ(τ) = 0

Ψ(0) = Ψ(1) = 0, Ψ′(0) = Π(0)Υ(0),

Υ(τ) является константой – каким-то целым числом y



Снова полиномиальные уравнения

Υ′(τ) = 0, Ψ′′(τ) + Π2(τ)Υ2(τ)Ψ(τ) = 0

Ψ(0) = Ψ(1) = 0, Ψ′(0) = Π(0)Υ(0),

Υ(τ) является константой – каким-то целым числом y



Снова полиномиальные уравнения

Π′(τ) = 0, Ξ′′(τ) + Π2(τ)Ξ(τ) = 0,
Υ′1(τ) = 0, Ψ′′1(τ) + Π2(τ)Υ2

1(τ)Ψ1(τ) = 0,
...

Υ′m(τ) = 0, Ψ′′m(τ) + Π2(τ)Υ2
m(τ)Ψm(τ) = 0,

D
(
Υ1(τ), . . . ,Υm(τ)

)
= 0

3 ≤ Π(0) ≤ 4,
Ξ(0) = Ξ(1) = 0, Ξ′(0) = 1,

Ψ1(0) = Ψ1(1) = 0, Ψ′1(0) = Π(0)Υ1(0),
...

...
Ψm(0) = Ψm(1) = 0, Ψ′m(0) = Π(0)Υm(0).



Снова полиномиальные уравнения

3 ≤ Π(0) ≤ 4 ⇐⇒ 3 + ∆2
1(0) = Π(0) & Π(0) + ∆2

2(0) = 4

∆(α) = β ⇐⇒ ∆(τ)− β = (τ − α)Ω(τ)



Следствие DPRM-теоремы

Не существует алгоритма, который позволял бы по
произвольной системе дифференциальных уравнений вида

P1
(
τ,Ξ1(τ), . . . ,Ξk(τ),Ξ′1(τ)

)
= 0

...
Pk
(
τ,Ξ1(τ), . . . ,Ξk(τ),Ξ′k(τ)

)
= 0,

где P1, . . . , Pk – многочлены с целыми коэффициентами,
узнавать, имеет ли эта система решение на интервале [0, 1].



Следствие (трудное) DPRM-теоремы

Не существует алгоритма, который позволял бы по
дифференциальному уравнению вида

P1
(
τ,Ξ(τ),Ξ′(τ), . . . ,Ξ〈n〉(τ)

)
= 0

где P – многочлен с целыми коэффициентами, узнавать, имеет
ли это уравнение решение на интервале [0, 1].



Формальные степенные ряды

Ψ(τ) =
∞∑

k=0

ψkτ
k

Ψ′(τ) = 0, τΦ′(τ) = Ψ(τ)Φ(τ)

τΦ′(τ) =
∞∑

k=0

kφkτ
k =

∞∑
k=0

ψ0φkτ
k

kφk = ψ0φk k = 0, 1, 2, . . .

Вырожденное решение: ψ1 = ψ2 = · · · = 0,
φ0 = φ1 = · · · = 0
Невырожденное решение: ψ0 = y , ψ1 = ψ2 = · · · = 0,

φ0 = · · · = φy−1 = φy+1 = · · · = 0



Формальные степенные ряды

Ψ(τ) =
∞∑

k=0

ψkτ
k

Ψ′(τ) = 0, τΦ′(τ) = Ψ(τ)Φ(τ)

τΦ′(τ) =
∞∑

k=0

kφkτ
k =

∞∑
k=0

ψ0φkτ
k

kφk = ψ0φk k = 0, 1, 2, . . .

Вырожденное решение: ψ1 = ψ2 = · · · = 0,
φ0 = φ1 = · · · = 0
Невырожденное решение: ψ0 = y , ψ1 = ψ2 = · · · = 0,

φ0 = · · · = φy−1 = φy+1 = · · · = 0



Формальные степенные ряды

Ψ(τ) =
∞∑

k=0

ψkτ
k

Ψ′(τ) = 0, τΦ′(τ) = Ψ(τ)Φ(τ)

τΦ′(τ) =
∞∑

k=0

kφkτ
k =

∞∑
k=0

ψ0φkτ
k

kφk = ψ0φk k = 0, 1, 2, . . .

Вырожденное решение: ψ1 = ψ2 = · · · = 0,
φ0 = φ1 = · · · = 0
Невырожденное решение: ψ0 = y , ψ1 = ψ2 = · · · = 0,

φ0 = · · · = φy−1 = φy+1 = · · · = 0



Формальные степенные ряды

Ψ(τ) =
∞∑

k=0

ψkτ
k

Ψ′(τ) = 0, τΦ′(τ) = Ψ(τ)Φ(τ)

τΦ′(τ) =
∞∑

k=0

kφkτ
k =

∞∑
k=0

ψ0φkτ
k

kφk = ψ0φk k = 0, 1, 2, . . .

Вырожденное решение: ψ1 = ψ2 = · · · = 0,
φ0 = φ1 = · · · = 0
Невырожденное решение: ψ0 = y , ψ1 = ψ2 = · · · = 0,

φ0 = · · · = φy−1 = φy+1 = · · · = 0



Формальные степенные ряды

Ψ(τ) =
∞∑

k=0

ψkτ
k

Ψ′(τ) = 0, τΦ′(τ) = Ψ(τ)Φ(τ)

τΦ′(τ) =
∞∑

k=0

kφkτ
k =

∞∑
k=0

ψ0φkτ
k

kφk = ψ0φk k = 0, 1, 2, . . .

Вырожденное решение: ψ1 = ψ2 = · · · = 0,
φ0 = φ1 = · · · = 0

Невырожденное решение: ψ0 = y , ψ1 = ψ2 = · · · = 0,

φ0 = · · · = φy−1 = φy+1 = · · · = 0



Формальные степенные ряды

Ψ(τ) =
∞∑

k=0

ψkτ
k

Ψ′(τ) = 0, τΦ′(τ) = Ψ(τ)Φ(τ)

τΦ′(τ) =
∞∑

k=0

kφkτ
k =

∞∑
k=0

ψ0φkτ
k

kφk = ψ0φk k = 0, 1, 2, . . .

Вырожденное решение: ψ1 = ψ2 = · · · = 0,
φ0 = φ1 = · · · = 0
Невырожденное решение: ψ0 = y , ψ1 = ψ2 = · · · = 0,

φ0 = · · · = φy−1 = φy+1 = · · · = 0



Формальные степенные ряды

Ψ′1(τ) = 0,
τΦ′1(τ) = Ψ1(τ)Φ1(τ),

...

Ψ′m(τ) = 0,
τΦ′m(τ) = Ψm(τ)Φ1(τ),

D(Ψ1(τ), . . . ,Ψm(τ)) = 0

Φ1(τ) . . .Φm(τ) 6≡ 0



Формальные степенные ряды

Ψ′1(τ) = 0,
τΦ′1(τ) = Ψ1(τ)Φ1(τ),

...
Ψ′m(τ) = 0,
τΦ′m(τ) = Ψm(τ)Φ1(τ),

D(Ψ1(τ), . . . ,Ψm(τ)) = 0

Φ1(τ) . . .Φm(τ) 6≡ 0



Формальные степенные ряды

Ψ′1(τ) = 0,
τΦ′1(τ) = Ψ1(τ)Φ1(τ),

...
Ψ′m(τ) = 0,
τΦ′m(τ) = Ψm(τ)Φ1(τ),

D(Ψ1(τ), . . . ,Ψm(τ)) = 0

Φ1(τ) . . .Φm(τ) 6≡ 0



Формальные степенные ряды

Ψ′1(τ) = 0,
τΦ′1(τ) = Ψ1(τ)Φ1(τ),

...
Ψ′m(τ) = 0,
τΦ′m(τ) = Ψm(τ)Φ1(τ),

D(Ψ1(τ), . . . ,Ψm(τ)) = 0
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Следствие DPRM-теоремы
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D(y1, . . . , ym) = 0 решений не имеет
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Следствие DPRM-теоремы

Не существует алгоритма, который позволял бы по
произвольному многочлену Q с целыми коэффициентами
узнавать, имеет ли дифференциальное уравнение в частных
производных
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решение в виде формального степенного ряда.
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